3 Tuletise rakendusi

Tuletise rakenduste teoreetiliseks aluseks on kolm teoreemi: Rolle’i, Cauchy
ja Lagrange’i teoreemid.

3.1 Rolle’i teoreem

Esmalt toestame iihe abiteoreemi, nn Fermat’ lemma.
Fermat’ lemma. Kui funktsioon f(z) on diferentseeruv punktis £ €
(a;b) ja funktsioonil on selles punktis maksimum (miinimum), siis f'(£) = 0.
Téestus. Kui funktsioonil f(z) on maksimum punktis £ € (a; b), siis leidub
niisugune timbrus (£ —e;£+¢), et mis tahes {+Ax € (—¢;+¢) korral f(£+
[+ Ax) — f(§)

Azx) < f(§) ehk f(E+Ax)—f(§) < 0. Kui Az > 0, siis N <0,
seega
. f(E+Ax) — f(&)

Aalcli]%Jr Ax <0 (3.1)

Kui Az < 0, siis f(E+ A7) = f() > 0, seega
Ax
Az) —
im S+ A:c; 1€ -, (3.2)

Eelduse jirgi f(z) on diferentseeruv punktis £, st eksisteerib piirvéértus

L FE A - £

Ax—0 AI’

Jarelikult on ithepoolsed piirvéértused (3.1) ja (3.2) vordsed, mis on voimalik
ainult siis, kui need molemad vorduvad nulliga. Siis ka f/(£) = 0.

Kui funktsioonil on punktis £ € (a;b) miinimum, on toestus analoogiline.

Punkti £, mille korral f'(£) = 0, nimetatakse funktsiooni statsionaarseks
punktiks.

Teoreem (Rolle’i teoreem). Kui 16igul [a; b] pideva ja vahemikus (a; b)
diferentseeruva funktsiooni f(z) véértused loiguotspunktides on vordsed, st
f(a) = f(b), siis leidub vahemikus (a; b) véahemalt iiks funktsiooni f(z) stat-
sionaarne punkt.

Téestus. Kui funktsioon on 16igul [a;b] konstantne, siis f'(z) = 0 iga
x € (a;b) korral, st koik vahemiku (a; b) punktid on funktsiooni f(x) statsio-
naarseteks punktideks.

Loigul pidev funktsioon omab suurimat ja vahimat vadrtust sellel 16igul.
Mittekonstantse funktsuiooni korral peab vahemalt iiks neist vaértustest eri-
nema vaartusest f(a) = f(b). Oletame konkreetsuse mottes, et funktsioon
omandab suuurima vairtuse mingisuguses punktis & € (a;b). Selles punktis
on sel juhul tdidetud Fermat’ lemma eeldused, seega f'(£) = 0.
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3.2 Cauchy teoreem

Teoreem (Cauchy teoreem). Kui funktsioonid f(z) ja g(x) on pidevad
16igul [a; 0] ja diferentseeruvad vahemikus (a;b) ning ¢'(z) # 0 vahemikus
(a;b), siis leidub vihemalt iiks punkt & € (a;b), et

i)~ fla)  F1©)
o) —gla) g0 (3:3)

Toestus. Eeldustest jareldub, et g(a) # g(b), sest vastasel korral rahul-
daks funktsioon g(z) Rolle’i teoreemi eeldusi. Rolle’i teoreemi kohaselt peaks
vahemikus (a;b) leiduma punkt £, milles ¢’(§) = 0, mis on eeldusega vastu-
olus.

Konstrueerime funktsiooni

Funktsioonide f(x) ja g(z) pidevusest 16igul [a;b] jéreldub funktsiooni F'(x)
pidevus sellel 16igul ning f(x) ja g(z) diferentseeruvusest vahemikus (a;b)
funktsiooni F'(x) diferentseeruvus selles vahemikus. Peale selle

N (U (I
F) = @) - 1(0) - T =T 900) — gl =0

ja

Fb) = 1)~ )~ L= 50) @) = 10) @)~ [10)- )] = .

st funktsiooni F'(x) vadrtused 16igu otspunktides on vordsed. Seega rahuldab
funktsioon F'(x) Rolle’i teoreemi eeldusi, jarelikult leidub vahemalt {iiks punkt
€€ (a;b), et F'(§) =0, st

/ _ f<b> — f(a) / _
e £(8) (@)
1) = S 1€

millest, pirast jagamist suurusega ¢'(£) saamegi teoreemi véite.



3.3 Lagrange’i teoreem

Teoreem (Lagrange’i teoreem). Kui funktsioon f(z) on pidev 16igul [a; b]
ja diferentseeruv vahemikus (a;b), siis leidub vihemalt {iks punkt £ € (a;b),

et
f) = fla) _
—_—t = . 3.4
)2 T _ gy (3.4)
Téestuseks piisab, kui votame Cauchy teoreemis g(z) = z, sest siis g(b) =
b, g(a) = aja g'(x) = L

3.4 L’Hospitali reegel
L’Hospitali reegel holbustab jagatise piirvéaartuse
f(x)

lim —=
Tr—a g(:L')

arvutamist, kui tegemist on g— VOl 22- tiilipi méddramatusega.

Teoreem 1 (L’Hospitali reegel %— tiitipi médramatuse korral). Kui
funktsioonid f(z) ja g(z) rahuldavad punkti @ mingis imbruses (a —;a+¢)
Cauchy teoreemi eeldusi, lim f(z) = lim g(x) = 0 ning eksisteerib piirvéértus

i
e g (@)

flz) .

Ja

)

siis eksisteerib ka piirvadrtus lim
a—a g(x)

w10 @)
Mg e g(a)

Téestus. Funktsioonide f(x) ja g(x) pidevuse tdttu a timbruses f(a) =
g(a) = 0. Kui x > a, siis Cauchy teoreemi pohjal leidub selline £ € (a;x
(kui x < a, siis € € (z;a)), et

f@) @) - fa) _ FE©
gx)  g(x)—gla) (&)
Kui  — a, siis sellest, et a < { <z (x < £ < a) jareldub, et ka £ — a ja

lim LI) — lim fl(g) — lim f/(5(7>
Miga) " gle) T e g@)

sest piirvédrtus ei soltu muutuja tédhistusest.
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Mirkus. Kui lim f'(z) = lim ¢'(x) = 0 ja funktsioonid f’(z) ning ¢'(z)
rahuldavad Cauchy teoreemi eeldusi punkti a iimbruses, siis saab L’Hospitali
reeglit uuesti rakendada:

Cf@) )
M@ )

Teoreem 1 (L’Hospitali reegel - tiilipi madramatuse korral).
Kui funktsioonid f(x) ja g(z) rahuldavad punkti ¢ mingis timbruses (a —
g; a+¢) Cauchy teoreemi eeldusi, liin f(x) = lim g(x) = £00 ning eksisteerib
piirvaartus o , o

lim M,
2—a g'(z)

siis eksisteerib ka piirvaartus lim f()
a—a g(x)

ja

lim @ = lim M

z—a g(z) e g'(z)
Selle teoreemi eelduse lim f(x) = lim g(z) = £oo tottu rahuldavad funkt-

sioonid f(z) ja g(x) Cauchy teoreemi eeldusi punkti ¢ mingis {imbruses
(a — €;a + ¢) vélja arvatud punktis a.
Mirkus. Mélemas teoreemis voib piirprotsessiks olla ka © — 4oc.
In(1+ 2
Naiide 1. Leiame piirvasrtuse lin% M
r— €T
Siin on tegemist %-tﬁtipi médramatusega. L'Hospitali reegli jargi

1
lim In(1+2z)  lim (In(1+2)) . %
z—0 X z—0 x! z—0 1

. e . et —e " —2r
Naiide 2. Leiame piirvadrtuse lim - .
z—0 g —sinx

Ka siin on %—tiiiipi méadramatus. L'Hospitali reegli pohjal

. ef—e=2x . e +e =2
lim ——— =lim ———
t—0 T —sinx e—0 1 —cosx
Tekkis uuesti %—tﬁﬁpi médramatus ja teist korda L’Hospitali reeglit rakenda-
des saame



Taas on %— tiitipi madramatus ja veel kord L’Hospitali reeglit kasutades saame

. € .
lim ——— = lim — = 2.
z—0 T —sine z—0 COSZ

tan x

Naiide 3. Leiame piirvédartuse lim .
z—2 tan 3z

Selles piirvdidrtusiilesandes on 22- tiilipi médramatus. L’Hospitali reegli
kohaselt

1

. tanw o . cos?3x

lim = lim =5+ = lim U

z—Z tan3r 2% —S— =% 3cos?’z.
2 2 cos? 3z 2

Tekkis %— tiilipi méadaramatus. Kasutades L’Hospitali reeglit veel kaks korda,
saame

tan . 2cos3z(—sin3z)-3 . sin3xcos3z
im = lim - =lim —— =
z—2% tan 3z e~ 3-2cosx(—sinx) z—Z SINX COST
. sindx .. cos3z —1_ . —3sindz 3
= lim — lim =—lim—=-1.-— =3.
a—% sinx z—% coS® 1 s—Z —sinzx -1

3.5 L’Hospitali reegel teistel maidramatuse juhtudel

Selles alampunktis vaatleme L’Hospitali reegli rakendamist juhtudel, kui on
médramatus kujul 0 - oo, oo — 0o, 0°, 1%° voi oo,

Koigil vaadeldavatel juhtudel taandatakse piirvédartuse leidmine kas 8—
vOl 22- tillipi médramatusele.

Maéaaramatus kujul 0- oo on piirvdartuses lim yz, kus illl}l y=0ja }CILICIL z=

(0. 9]

Sel juhul saame kirjutada kas y - z = % voi y - 2 = —=—. Esimesel ju-
z

< | | w

1 1
hul lim — = 0 ja teisel juhul lim — = co. Seega esimesel viisil on piirvéartus
r—a 2 z—a Yy
lim yz taandatud %— tliiipi médramatusele, aga teisel viisil 22- tiiiipi médramatusele.
r—a

Naiide 1. Leiame piirvadrtuse lim 2" Inz, kui n € N.

z—0
[Imsellt liH(l) " =0]ja lin% Inz = —oo. Piirvddrtus tandub 22-tiilipi médramatusele,
T— T—
kui kirjutada
Inz
lima"Inz = lim —.
z—0 z—0 "
L’Hospitali reegli pohjal
1 o
lim 2" Inz = lim L = lim — = 0.
z—0 z—0 —pg—n-1 z—0 —n
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Madramatus kujul co — oo on piirvéértuses lim(y — z), kui lim y = oo ja

lim z = oo. o
o 1 1
Avaldis y — z on teisendatav y — z = l — l a—
1 1 11
y oz oy z
Antud juhul lim 1 =0 ja lim — = 0, seega médramatus tiiiipi oo — co on

r—a y r—a g

teisendatav g-tiiﬁpi méaramatuseks.

1
Naiide 2. Leiame piirvédartuse lim [ — — .
z—1 \lnzx z—1

Molema murru nimetaja piirvadrtused on nullid, seega on oo — oo-tiiiipi
méadramatus. Vottes murrud iihisele nimetajale, saame piirvéirtuses

) 1 1 . x—1—1Inx

lim ( — — = lim ——

e—1\Inz x—1 e—1 (x —1)Ilnzx
médramatuse tiilipi %. L’Hospitali reegli abil

1
. 1_5 . r—1
lim ——— = lim T = lim ——————
a—1 (x—1)Inz  =—1 a4 (z— 1) s-lzlne 4+ —1
T

z—1—Inxzx

Tekkis uuesti piirvdartus, kus on %-tﬁflpi médramatus. Kasutades veel kord
L’Hospitali reeglit saame, et

: ( 1 1 ) . 1 1

m { — — = lim = —.

r— — r— 1

t\Inz =z-1 llnzl:—i—a:-——l—l 2
T

Kui on médramatus tiitipi 0%, 1°° voi oo?, on kéigil kolmel juhul piirvairtus

lim y*. Esimesel juhul limy = 0 ja lim 2z = 0, teisel juhul limy = 1 ja
T—a r—a r—a T—a
lim 2 = oo ning kolmandal juhul lim y = oo ja lim z = 0.

Kasutades teisendusi y* = e"¥" = e*¥ ja funktsiooni e pidevust, saame
koigil kolmel vaadeldaval juhul piirvaartuse kirjutada kujule

) lim zIlny

lim y* = ez—a : (3.5)
Esimesel juhul limlny = —oo, st tekib 0 - oo -tiilipi médramatus. Teisel
juhul limIny = 0, tekib samuti 0 - co-tiilipi médramatus. Kolmanal juhul

r—a



limIny = oco. Seega tekib koigil kolmel juhul e astendajas piirvaartus, kus

r—a

on 0 - oo -tiilipi madramatus.
Néide 3. Leiame piirvéidrtuse lim (cot )™ ",
Tr—

Antud iilesandes on oo-tiilipi miiramatus. Pirast teisendusi

Incotzx
im

. lim sin z In cot = 1
lim (cot )™ " = ez—0 =" e

z—0

saame e astendajas 22 -tiilipi médramatuse. L'Hospitali reegli pohjal

Incotz . : (— 5 )

. cotx sin“ x . tanx
}slir(l) 1 iliﬂo __ cosz lim 0
sinz = e sin® z = ez—0 COST = ¢”.

Seega lim (cot 2)™™* = 1.

|z|—o0

1 xX
Naide 4. Toestame L'Hospitali reegli abil, et lim <1 + —) =e.
x

Teadaolevalt on selles iilesandes 1°° -tiilipi madramatus. Toestuse saame
teisenduste

1  In(1+1
1\ lim xln (1 + —) lim #
lim (1 + _) = eltlmee T) = eltl=ee T
|z|—o00 x
ja L’Hospitali reegli
1 1)/
In (1 + 1) T (5) 1
lim ——%~ lim —= lim
|z|—00 1 |z| =00 (l)/ lz|—oo 1 + 1 1
€ T =€ T Tr=e€ T =e =€

abil.

3.6 Taylori valem

Taylori valemit kasutatakse suvalise funktsiooni y = f(z) esitamiseks hulk-
litkkme abil punkti a timbruses voimalikult suure tapsusega. Kui diferentsiaali
abil ligikaudse arvutamise valemis

flz+ Az) =~ f(z) + f'(z)Ax

tdahistada fikseeritud punkt z asemel a-ga ja muutuv punkt a + Az asemel
x-ga, st © = a + Az, siis Ax = —a ja

f(@) ~ fa) + f'(a)(z — a)
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kujutab endast funktsiooni ligikaudset esitamist x—a suhtes lineaarse avaldise
kaudu. Taylori valemi eesmérgiks on selle tdpsustamine, lisades x — a esimest
astmet sisaldavale liikmele selle teist kolmandat, jne astet sisaldavad liikmed.

Seega on eesmirgiks funktsiooni f(x) esitamine punkti a timbruses voima-
likult tapselt hulkliikme

Pu(z)=co+ci(z—a)+c(r—a)+cs(x—a) +..+cu(z—a)” (3.6)

abil.

Eeldame, et funtksioonil f(z) on punkti a timbruses pidevad tuletised
kuni n + 1 jarguni ja nduame, et otsitav poliinoom P,(z) rahuldab punktis
a tingimusi

Pn(a) = f(a)7

F(a) = f'(a),

Fyl(a) = f"(a),

Pé”(a) _ f’”(a), (37)

P(a) = f™(a).

Lahtudes tingimustest (3.7), leiame hulkliikme (3.6) kordajad funktsiooni
f(z) ja selle tuletiste vadrtuste kaudu. Kéigepealt P,(a) = ¢y ja tingimustest
(3.7) esimese tottu

co = f(a).
Diferentseerides hulkliiget (3.6), saame
P! (z) = ¢; + 2c3(x — a) + 3es(x — a)* + ... + nep(x —a)" 7,
millest P)(a) = ¢, ja tingimustest (3.7) teise tottu

c1 = f'(a) = @.

Diferentseerides hulkliiget (3.6) teist korda, saame
P/(z) = 2cy + 6¢c3(x —a) + ... +n(n — Dey(z — a)" 2,
millest P//(a) = 2¢, ja tingimustest (3.7) kolmanda tottu

) _ ()
2 21

Co
Diferentseerides hulkliiget (3.6) kolmandat korda, saame
P/ (x) =6c3+ ... +n(n —1)(n — 2)cu(x — a)" 3,
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millest P)(a) = 6¢3 ja tingimustest (3.7) neljanda tottu
B f///(a) B f///(a)
63
Diferentseerides hulkliiget (3.6) n-ndat korda, saame
P™(z)=n(n—1)(n—2)-...-3-2c,,

millest Pfln)(a) =n(n—1)(n—2)-...-3-2¢, ja tingimustest (3.7) viimase

tottu )
i)
n!
Seega on tingimusi (3.7) rahuldavaks poliinoomiks (3.6)
/ " " (n)
Pu(@) = @)+ T (o)t D o2 DD s (0D gy

Seda hulkliiget nimetatakse funktsiooni f(z) Taylori polinoomiks punkti a
timbruses voi funktsiooni f(x) Taylori poliinoomiks x — a astmete jérgi. r —a

¥ (a)
k!

Taylor: kordajateks.
Naiaide 1. Arvutame +/1,2 eimese, teise, kolmanda ja neljanda astme
Taylori poliinoomi abil. Taskuarvuti abiga /1,2 = 1,095445115.

astmete kordajaid (k=0, 1, 2, ..., n nimetatakse funktsiooni f(x)

Siin f(x) = /z,a=1,2=1,2jaz—a = 0,2. Arvutusteks leiame f(1) =

1 1

V1 = 1, funktsiooni tuletise f'(z) = 51”5, millest f/'(1) = 3 teise tuletise
1 1 3

f(x) = —Zx’%, millest (1) = 7 kolmanda tuletise f"”(z) = gx’%, mil-

3 15 15

lest f(1) = 3 ja neljanda tuletise f(z) = —Ex_%, millest £ (1) = 1

Esimese astme Taylori poliinoomi abil saame

['(a) o] _
fla) + T (x—a)—l+§~0,2—1,1.
Teise astme Taylori poliinoomi abil saame
! " 1
f(a) + fl(')(x a) + f2(')(x—)—1+—02——022—1095

Kolmanda astme Taylori poliinoomi abil saame
/ a f// f///
sy + 00—y Doy Ty =
1 3

1+— oz—i 0,22+§, -0.2% = 1,0955.



Neljanda astme Taylori poliinoomi abil saame

/ " " (4)
f(a)+f(a)(:c—a)+f (a)(:c—a)2+f (a)<x_a)3+f (a)(x—a)4:
1! 2! 3! 4!
Lo 1. 0924 E 09f 1 ot
1+ 5 0,2 o 0,27 + 3l 0.2 Al 0,2° =1,0954375.

Tehtud arvutustest jareldub, et mida korgema astme Taylori poliinoomi
arvutusteks kasutada, seda tdpsem funktsiooni vadrtus saadakse. Absoluut-
set tédpsust aga iildjuhul ei saavutata. Funktsiooni védrtus ja poliinoomi
vadrtus erinevad teineteisest suuruse

vorra. Valemit

f(z) = Py(z) + Ru(x), (3.9)

kus P,(x) on funktsiooni f(x) Taylori poliinoom (3.8), nimetatakse funkt-
siooni f(z) Taylori valemiks ja suurust R, (z) Taylori valemi jadklitkmeks.
On voimalik toestada, et Taylori valemi jadkliige avaldub kujul

R, (z) = %f("“)[a + O(x — a)], (3.10)

kus 0 < © < 1, st a + ©(x — a) on mingisugune punkt a ja x vahel.

Taylori valemi jadklitkme absoluutvaartus | R, (x)| = | f(x)—P,(x)| néitab,
kui suur on erinevus véartuste f(z) ja P,(z) vahel, st kui suur viga tehakse
kasutades funktsiooni védrtuse arvutamiseks Taylori poliitnoomi (3.8).

Jéadkliikme avaldises © on konkretiseerimata. Seepérast jadklitkme abso-
luutvéartust mitte ei arvutata, vaid hinnatakse seda iilaltpoolt.

Niide 2. Hindame iilaltpoolt viga, mis tehakse, kui arvutatakse /1,2
kolmanda astme Taylori poliinoomi abil.

Selleks peame hindama |R3(x)| véértust. Naites 1 saime kolmanda astme
Taylori poliinoomi abil /1,2 viirtuseks 1,0955. Kasutades néites 1 leitud
neljandat tuletist, saame jadkliikme avaldise (3.10)

(-1 15
4! 161/(1 4+ O(x — 1))7

R3($> = —

Hindame jédklitkme absoluutvaartust

0,24 15

24 16,/(1+0,20)7|’

10
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kus 0 < © < 1. Ilmselt on murd suurim, kui nimetaja on viahim. Nimetaja
on vahim, kui 1 4+ 0,20 on viahim, aga viimase vihim védrtus on 1. Seega

0.2* 15
1,2 ’ = 2
|R3(1,2)] < -~ TR =0, 0000625,

st viga, mis tehakse /1,2 arvutamisel kolmanda astme Taylori poliinoomi
abil, ei iileta 0,0000625.

3.7 Funktsioonide e, sinz ja cosx arendid Maclaurini
valemi abil
Maclaurini valemiks nimetatakse Taylori valemit = astmete jérgi ehk Taylori

valemit 0 timbruses. Maclaurini valemi saame valemist (3.9), asendades selles
P, (z) Taylori poliinoomiga (3.8), milles a = 0. Seega , Maclaurini valem on

/ " " (n)
f(x)=f(0)+f1(?)x+f2(!o>a: fg(‘ ) o S+, +f ( ) 2"+ R, (), (3.11)
mille jadklitkme avaldiseks saame (3.10) pohjal
Ra(r) = i (@) (312)
T (n 4 1) ’ '

kus 0 < © < 1.
Leiame funktsioonide e, sin x ja cosx arendid Maclaurini valemi abil.

3.7.1 Funktsioon f(x) =

Leiame f(0) = 1, f'(x) = €%, millest f(0) = 1, ..., f"(z) = €*, millest
f(0) = 1. Funktsiooni e* arendiks Maclaurini valemi (3.11) abil saame

1 1 1 1
e =1+—a0+ -2+ —a>+. +mx”—|—Rn(x)

1! 21 3!
ehk ) .
T T "
€:1+1'+§+§+ +H+Rn($)

mille jadkliikmeks on (3.12) pohjal

xn—i—l
n( ) = o

 (n+ 1)!6

Y

kus 0 < © < 1. Naitame, et iga fikseeritud = € R véaartuse korral

lim R,(z) =0. (3.13)

n—oo
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Fikseeritud = vidrtuse korral on e®* tékestatud suurus,

Xz
m+1)! 1 2 3 7 n+l

Olgu ¢ mingi véartus, mis rahuldab tingimusi 0 < ¢ < 1. Iga sellise ¢ védartuse

korral leidub N, et kui & > N, siis % < q. Seega

xn+l

(n+1)!

CH1H2INT N+  n+1
1113 ...Nq q-...q,

milles tegur ¢ kordub n + 1 — N korda. Seega

<[illzl- %]

Tingimusest 0 < g < 1 jareldub, et

l,nJrl

(n+1)!

n+1—N

lim ¢"" N = ¢!V lim ¢" = 0.
n+1
Jarelikult on Y l1opmatult kahanev suurus ja R, (x), kui 16pmatult ka-

haneva suuruse ja tokestatud suuruse korrutis, on samuti lopmatult kahanev
suurus, st lim R,(x) = 0.
n—oo
Tingimus (3.13) téhendab seda, et iga fikseeritud z € R véértuse korral
saame funktsiooni e* vaartust arvutada Maclaurini valemi abil kui tahes
suure tdpsusega, vottes selle arendis

T 2 ad "

1+ﬂ+5+§+...+m

piisavalt palju liikmeid, st vottes n piisavalt suure.

3.7.2 Funktsioon f(x) =sinz

Eespool on niidatud, et funktsiooni f(z) = sin z n-ndat jirku tuletis £ (x)
sin (:c—l—ng) Leiame f(0) = 0, f'(0) = sing =1, f"(0) = sinm = 0,

3 5)
F(0) = sing = —1, f@(0) = sin2r = 0, fO(0) = sing = 1 jne. Siit
jareldub, et koik funktsiooni sinz paaris jarku tuletised punktis 0 vordu-
vad 0-ga, paaritut jarku tuletised f®"*V(0) = 1, kui n on paarisarv ja
f@+1(0) = —1, kui n on paaritu.
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Seega funktsiooni sin z arend Maclaurini valemi (3.11) abil on

sinz = % — z—? + E—T — ..+ (—1)"% + Ropy1(x)
mille jadkliige on (3.12) pohjal
22 - P22
Ropi1(z) = 2T sin (@:U + (2n + 2)5) = 2T sin (Oz + (n+ 1)7),

kus 0 < © < 1. Ka siin on voimalik nédidata, et iga fikseeritud z € R korral
on
lim R2n+1(l') = 0,

st funktsiooni sin z vaartust on voimalik Maclaurini valemi abil arvutada kui
tahes suure tdpsusega, vottes arendis

T x3 135 x2n+1

ﬁ—g—Fa—...—F(—l)n

piisavalt palju litkmeid.

/_\ 1'.
_or ' - ' ' 7\/27; x
_14

Joonis 3.1: Siinusfunktsioon ja kolmanda astme Maclaurini poliinoom y =

1’3

€r — —

6

3.7.3 Funktsioon f(x) = cosz

Funktsiooni f(r) = cosz n-ndat jirku tuletis on £ (x) = cos <a: +n- g)
3

Leiame f(0) =1, f(0) = cosg =0, f'(0) = cosm = —1, f"(0) = cosg =

0, f®(0) = cos2m = 1 jne. Kéik funktsiooni cosz paaritut jirku tuletised

13



/_\ 1--
—2r | —n | | 7\/ﬂ' v
—14

Joonis 3.2: Siinusfunktsioon ja viienda astme Maclaurini poliinoom y = z —

x3 2

6 T 120

punktis 0 on vordsed 0-ga. Paaris jirku tuletised f*™(0) = 1, kui n on
paarisarv ja f™(0) = —1, kui n on paaritu. Seega funktsiooni cosz arend
Maclaurini valemi (3.11) abil on

.fL'Q 1.4 x2n

cosx:1——.+——...+(—1)"W+R2n(m)

mille jédkliige on (3.12) pohjal

2n+1

Ry, (z) = ’ I cos (@x + (2n + 1)E> :

(2n+1 2

kus 0 < © < 1. Ka siin iga fikseeritud = € R korral

lim Rgn(QT) = 0,

n—oo

st funktsiooni cos z vaartust on voimalik Maclaurini valemi abil arvutada kui
tahes suure tépsusega, vottes arendis

ZL‘2 .I'4 mZn

Ty e
SRR TRREEER S o1

piisavalt palju liikmeid.
Naiide. Arvutame cos 0, 5 Maclaurini valemi abil, vottes n = 2 ja jaakliikme
absoluutvadrtuse abil hindame maksimaalset viga (0,5 = 28°38'52").
Arvutame
0,52 0,5

0080,5%1—7—#?:1—0,125—|——|—0,0026:O,8776
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ja jadkliikme

5 5
Ry(z) = % oS (@x + g) ,
kus 0 < © < 1, absoluutvéértuse abil hindame selle arvutuse maksimaalset
viga. Et iga = € R korral |cosz| < 1, siis

5 5 0,5  0,03125
cos (0,5@+1)' e — 0,000261.

0.5
IRy(0,5)] = \—

5! 2 Y 120

3.8 Funktsiooni kasvamine ja kahanemine

Teoreem 1. Kui funktsioon f(x) on kasvav piirkonnas X, siis selles piirkon-
nas f'(z) > 0.
Toestus. Kui Az > 0, siis x+Ax > z. Eelduse kohaselt f(z+Az) > f(z),

A
st Ay > 0 ja A—y > 0. Kui Az < 0, siis * + Az < x ja eelduse kohaselt
x

A
flz+ Az) < f(z), st Ay <0 ja A_Z/ > 0. Jarelikult
x

: Ay
fo= 1o a. =0

Teoreem 2. Kui funktsioon f(x) on kahanev piirkonnas X, siis selles
piirkonnas f'(x) < 0.

Toestus on analoogiline teoreemi 1 toestusega.

Teoreem 3. Kui f(z) on diferentseeruv piirkonnas X ja f'(z) > 0 , siis
funktsioon f(z) on selles piirkonnas kasvav.

Tdestus. Fikseerime piirkonnas X kaks argumendi vééartust x; ja xo, sel-
liselt, et z1 < xq. Et funktsioon on diferentseeruv, siis on vahemikus (z1; x2)
rakendatav Lagrange’i teoreem, mille kohaselt leidub selline £ € (z1;z5), et

f(@2) = f(1) = f/(§)(xg — 21).

Eelduse jargi f'(£) > 0 ja punktide z; ja xo valiku tottu zo—2x; > 0. Jarelikult
ka f(z2) — f(z1) > 0, st f(x2) > f(z1) ehk funktsioon on kasvav.

Samal viisil on véimalik toestada jargmine teoreem.

Teoreem 4. Kui f(z) on diferentseeruv piirkonnas X ja f/'(z) < 0, siis
funktsioon f(z) on selles piirkonnas kahanev.

Teoreemid 3 ja 4 voimaldavad leida vastavalt funktsiooni kasvamispiir-
konna X T ja kahanemispiirkonna X |

Niide. Leiame funktsiooni y = 2%e~% kasvamis- ja kahanemispiirkonna.
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Funktsiooni méaaramispiirkond X = R. Leiame tuletise 3y’ = 2ze " —

r?e™® = xe %(2 — x). Teoreemi 3 jiirgi saame kasvamispiirkonna tingimu-
sest ze™*(2 — x) > 0 ja teoreemi 4 pohjal kahanemispiirkonna tingimu-
sest ze (2 — x) < 0. Et iga z € R korral e7® > 0, siis esimene vorratus
on samavéadrne vorratusega x(2 — x) > 0 ja teine samavidrne vorratusega
x(2—x) < 0. Esimese vorratuse lahendihulk on funktsiooni kasvamispiirkon-
naks X 7= (0;2) ja teise vorratuse lahendihulk funtksiooni kahanemispiir-
konnaks X |= (—o0;0) [J(2; 00).

3.9 Funktsiooni lokaalsed ekstreemumid

Definitsioon 1. Oeldakse, et funktsioonil on punktis z; lokaalne maksimum,
kui sellel punktil leidub selline imbrus (1 —¢; z1+¢), et iga x € (x;—¢;21+¢)
korral f(z) < f(z1).

Definitsioon 2. Oeldakse, et funktsioonil on punktis z, lokaalne mii-
nimum, kui sellel punktil leidub selline imbrus (zy — &;29 + €), et iga = €
(xg — ;29 + €) korral f(x) > f(x2).

Kui téhistada x = 27 + Az, saame tingimuse f(z) < f(x;) kirjutada
flx1 + Azx) — f(x1) < 0 ehk Ay < 0.

Jareldus 1. Funktsioonil on punktis x; lokaalne maksimum, kui funkt-
siooni muut selles punktis on véikeste argumendi muutude korral negatiivne.

Viike argumendi muut téahendab siin seda, et z; + Ax peab kuuluma
definitsioonis 1 mainitud iimbrusse.

Kui téhistada © = xy + Az, saame tingimuse f(z) > f(z2) kirjutada
flza+ Az) — f(x2) > 0 ehk Ay > 0.

Jareldus 2. Funktsioonil on punktis xy lokaalne miinimum, kui funkt-
siooni muut selles punktis on viikeste argumendi muutude korral positiivne.

Teoreem 1 (Ekstreemumi olemasoluks tarvilik tingimus). Kui funkt-
sioonil f(z) on punktis xy lokaalne ekstreemum, siis f'(xo) = 0 voi f'(xg) ei
eksisteeri.

Téestus. Oletame konkreetsuse mottes, et funktsioonil on punktis xq lo-
kaalne maksimum. Siis jéreldus 1 pohjal on Ay < 0, Kui Az > 0, siis % <0

x
ja piirvaartusteoreemi pohjal

. Y
1 — <0. 3.14
AIEI(IH- Az — ( )
: . Ay o o
Kui Az < 0, siis Ar > ( ja piirvadrtusteoreemi pohjal
x

. Ay
Iim —

> 0. .
alim 2 2 0 (3.15)

16



Uhepoolsed piirvidrtused (3.14) ja (3.15) on vordsed ainult juhul, kui need
molemad vorduvad nulliga. Aga siis ka
Ay

/ T =9
Faw) = Jim, 57 =0

Kui aga iithepoolsed piirvaartused (3.14) ja (3.15) on erinevad, siis

o) = fim 37 =0
puudub.

Definitsioon 3. Punkti 2, kus f/(x¢) = 0, nimetatakse funktsiooni f(x)
statsionaarseks punktiks.

Definitsioon 4. Funktsiooni f(x) kriitiliseks punktiks nimetatakse selle
funktsiooni statsionaarset punkti, voi punkti, kus tuletis puudub.

Kasutades viimast definitsiooni, saame ekstreemumi olemasoluks tarvili-
ku tingimuse imber sonastada jargmiselt.

Kui funktsioonil f(z) on punktis xy lokaalne ekstreemum, siis zo on funkt-
siooni f(x) kriitiline punkt, st mujal kui kriitilises punktis funktsioonil lo-
kaalset ekstreemumit olla ei saa.

See tingimus on ekstreemumi olemasoluks tarvilik, kuid mitte piisav.
Funktsiooni y = 2? tuletis ' = 322 vordub nulliga, kui = 0, st z = 0
on funktisooni y = 2 kriitiline punkt, kuid sellel funktsioonil punktis z = 0
ekstreemumit ei ole.

Teoreem 2. Olgu z( funktsiooni f(x) kriitiline punkt ja olgu funktsioon
diferentseeruv xy timbruses (zg — €;xg + ). Siis kehtivad véited.

1) Kui z vasakpoolses iimbruses (zo—¢; zo) on f'(x) > 0 ja parempoolses
timbruses (xo;z9 + €) on f'(z) < 0, siis funktsioonil f(x) on punktis xg
lokaalne maksimum.

2) Kui zy vasakpoolses timbruses (zo—e¢; xp) on f'(x) < 0 ja parempoolses
timbruses (xo;xo + €) on f'(z) > 0, siis funktsioonil f(z) on punktis z
lokaalne miinimum.

3) Kui z vasakpoolses iimbruses (xo—¢; x) on f'(x) > 0 ja parempoolses
timbruses (xg; zo+¢) on f'(z) > 0, siis funktsioon f(x) on punktis zy kasvav.

4) Kui z vasakpoolses iimbruses (zg—¢; o) on f'(x) < 0 ja parempoolses
timbruses (zg; xo+¢€) on f'(x) < 0, siis funktsioon f(x) on punktis xg kahanev.

Toestame teoreemis 2 esitatud viidetest esimese ja kolmanda.

1. vdite toestus. Fikseerime xy parempoolses timbruses punkti x € (zg; zo+
e). Loigul [xo; x] on tdidetud Lagrange’i teoreemi eeldused, st funktsioon f(z)
on pidev 16igul [z¢; x] ja diferentseeruv vahemikus (z¢; ). Lagrange’i teoree-
mi jargi leidub selline £ € (zg; x), et

f(@) = f(xo) = f(&)(z — o).

17



Eelduse kohaselt f/(£) < 0 ja x valiku tottu x — xy > 0. Korrutis f'(£)(z —
xg) < 0, seega f(z) < f(xo).

Fikseerime z vasakpoolses timbruses punkti x € (xo—e; ). Loigul [z; 2]
on taidetud Lagrange’i teoreemi eeldused. Jarelikult leidub selline £ € (x; z¢),
et

fwo) = f(x) = f(&) (w0 — ).
Eelduse kohaselt f/(§) > 0 ja x valiku tottu g — x > 0. Korrutis f'(£)(z —
xg) > 0, seega f(zo) > f(x).

Iga fikseeritud = € (xg — ;20 + €) korral on téidetud tingimus f(z) <
f(xp), st funktisoonil on kriitilises punktis zy lokaalne maksimum.

3. vdite toestus. Fikseerime xy parempoolses iimbruses punkti x € (xq; zo+
e). Loigul [zo; 2] on tdidetud Lagrange’i teoreemi eeldused. Seega leidub sel-
line £ € (zg; ), et

f(@) = f(zo) = f(€)(z — z0)-
Eelduse kohaselt f'(£) > 0 ja x valiku tottu = — z¢ > 0. Korrutis f'(£)(x —
xg) > 0, seega f(x) > f(xo).

Fikseerime z vasakpoolses timbruses punkti x € (xo—e; x¢). Loigul [z; 2]
on taidetud Lagrange’i teoreemi eeldused, st leidub selline £ € (x;zg), et

fwo) = f(z) = f(&) (w0 — ).
Eelduse kohaselt f/(£) > 0 ja x valiku tottu g — x > 0. Korrutis f'(£)(z —
xo) > 0, seega f(zg) > f(x).
Seega iga x > xo korral f(x) > f(zo) ja iga x < xo korral f(z) < f(x),
st funktsioon on punktis xg kasvav. 3. véide on toestatud.
Olgu zy funktsiooni f(z) kriitiline punkt. Koondame teoreemi 2 viited
tabelisse.

T < Tg T > To jareldus

f'(x) >0 | f'(x) < 0| funktsioonil f(x) on punktis zg lokaalne maksimum
fi(x) <0 | f'(x) >0 | funktsioonil f(x) on punktis zy lokaalne miinimum
f'(x) >0 | f'(x) >0 | funktsioon on punktis z, kasvav

f'(x) <0 | f'(x) <0 | funktsioon on punktis xy kahanev

Niide 1. Leiame funktsiooni y = (v — 1)v/#2 lokaalsed ekstreemumid.
Esiteks paneme tahele, et funktsiooni mé#dramispiirkonna moodustavad

koik reaalarvud. Leiame
— 2 1 3r+2x-1) br—2
/: v 2 —_ 1 . — 3 = fr—
y=Vart—1)ga 3.z 3.z

2
Siit saame, et ¢y = 0, kui bz —2 =0, st x = R ja vy ei eksisteeri, kui z = 0.

Kriitilised punktid on z; =0 ja 9 = £
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Kui z < 0, siis br — 2 < 0 ja /z < 0, jarelikult 3 > 0.
2
Kui()<x<g,Siis5x—2<0ja{°/§>O,seegay/<0.

2
Kuix>g,siis5x—2>0ja\3/§>0,sty’>0.
Et kriitilisest punktist z; = 0 vasakul on ¢ > 0 ja paremal 3’ < 0, siis on
funktsioonil kriitilises punktis lokaalne maksimum.
2
Kriitilisest punktist zo = — vasakul on 3’ < 0 ja paremal 3’ > 0. Seega

selles kriitilises punktis on funktsioonil lokaalne miinimum.

3.10 Funktsiooni ekstreemumi liigi uurumine teise tu-
letise abil

Olgu zy funktsiooni f(x) statsionaarne punkt, st f’(z) = 0.

Teoreem. Olgu f”(x) on méératud ja pidev statsionaarse punkti zy min-
gis iimbruses. Kui f”(xy) < 0, siis on funktsioonil f(z) punktis z, lokaalne
maksimum ja kui f”(z¢) > 0, siis on funktsioonil f(x) punktis z, lokaalne
miinimum.

Toestus. Kui f”(xq) < 0, siis pidevuse tottu f”(z) < 0 ka punkti 2o mingis
timbruses, st selles timruses on funktsioon f’(z) kahanev. Eelduse kohaselt
f'(xg) = 0, seega kui x < xo, siis f'(x¢) > 0 ja kui & > =z, siis f'(zg) < 0.
Eelmise punkti teoreem 2 jérgi on funktsioonil f(x) statsionaarses punktis
lokaalne maksimum.

Teoreemi teine véide toestatakse analoogiliselt.

Naiide. Leiame funktsiooni y = 2sin x + cos 2z lokaalsed ekstreemumid.

Koigepealt leiame ¢y = 2cosz — 2sin2z = 2cosx(l — 2sinz). Statsio-
naarsed punktid saame vorrandist

2cosz(l —2sinz) = 0.

1
Kui 2cosx =0, siis ¢ = g+n7r, n€Z Kuil—2sinx =0, st sinx = 3 siis

T = (—1)"z + nm, n € Z. Kokku saime kaks stationaarsete punktide hulka.
Edasi leiame y” = —2sin x — 4 cos 2x. Arvutades selle viédrtuse punktides
x = g + nm, n € Z saame, et y” = —2sin (g —|—n7r> — 4 cos?2 (g —l—mr).

Arvestades sellega, et sin (g + n7r> = (—=1)" ja cos(m + 2n7m) = cosm =
—1,ony” (g + mr) = —2(—1)"+4 > Oigan € Z korral. Jarelikult punktides

T = g 4+ nm n € Z on antud funktsioonil lokaalne miinimum.
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Punktides © = (—1)"% + nmw, n € Z saame, et

y' = —2sin <(—1)”% + mr) —4cos?2 <(—1)”g + mr)
1 1
= -2 5 4 cos <(—1)”g + 2n7r> =—1—4cos ((—1)”%) =—1-—4- 5= -3.

Jérelikult on antud funktsioonil punktides z = (—1)”% +nm, n € Z lokaalne

maksimum.

3.11 Funktsiooni suurim ja vihim viirtus antud loigul

Olgu funktsioon y = f(z) pidev 16igul [a;b]. Suurima ja vidhima vadrtuse
leidmine tugineb kahel faktil.

1. Loigul pidev funktsioon omab suurimat ja vdhimat vadrtust sellel
16igul.

2. Loigul pidev funktsioon omandab suurima ja vahima vaartuse kas krii-
tilises punktis (st punktis, kus funktsioonil voib olla lokaalne ekstreemum)
voi 1oigu otspunktis.

Nendest kahest viitest tuleneb eeskiri funktsiooni y = f(x) suurima ja
vihima védrtuse leidmiseks 16igul [a; b].

1. Leiame funktsiooni y = f(z) 16iku [a;b] kuuluvad kriitilised punktid
x1, Tg, .... ja arvutame nendes funktsiooni vadrtused f(z1), f(x2), .. ..

2. Arvutame funktsiooni vaartused 16igu otspunktides f(a) ja f(b).

3. Leitud véartuste hulgast valime suurima 9,4, ja vahima 4,,:,.

Naide. Leiame funktsiooni y = x® — 3z suurima ja vihima véirtuse 16igul
[—2;2].

Siin ¢ = 322 — 3 ja kriitilised punktid saame vorrandist 322 — 3 = 0,
millest x1 = —1 ja x9 = 1. Funtsiooni vaartused kriitilistes punktides on
f(=1) = (1) = 3(-1) = 2 ja f(1) = 1 — 3 = —2. Funktsiooni viirtused
16igu otspunktides f(—2) = (—2)3 — 3(—2) = —2 ja f(2) = 2. Seega

Ymaz = y(_l) = y(2> =2
ja

3.12 Funktsiooni graafiku kumerus ja négusus. Kadnupunktid

Definitsioon 1. Funktsiooni graafikut nimetatakse kumeraks piirkonnas X,
kui iikski selles piirkonnas graafikule tommatud puutuja ei ole graafikust
allpool.
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Definitsioon 2. Funktsiooni graafikut nimetatakse nogusaks piirkonnas
X, kui tikski selles piirkonnas graafikule tommatud puutuja ei ole graafikust
iilalpool.

Definitsioon 3.Funktsiooni graafiku kddnupunktiks nimetatakse punkti,
mis eraldab kumeruspiirkonda négususpiirkonnast.

Jareldus definitsioonidest. Kddnupunktis graafiku puutuja loikab graa-
fikut, sest iihel pool kddnupunkti ei ole puutuja graafikust allpool ja teisel
pool puutujast iilalpool.

Funktsiooni graafiku kumeruspiirkonda tahistatakse siimboliga X janogu-
suspiirkonda siimboliga X.

Teoreem 1. Olgu pideval funktsioonil y = f(z) piirkonnas X pidevad
esimest ja teist jarku tuletised. Kui f”(z) < 0 piirkonnas X, siis on funkt-
siooni graafik selles piirkonnas kumer.

Toestus. Olgu piirkonnas X funktsiooni graafikule tommatud puutuja
punktis Py(zo; f(xo)). Fikseerime piirkonnas X veel ithe punkti x # xo.
Téhistame sellele = vidrtusele vastava ordinaadi puutujal g, st y = f(xo) +
f'(@o) (2 — 20).

Siis
g— f(x) = flzo) + f'(wo)(x — 20) — fz) = —[f(2) — f(20)] + f'(20) (z — 20)-

Loigul [zg;x] on tdidetud koik Lagrange’i teoreemi eeldused, st leidub
selline = € (zg; ), et f(z) — f(xo) = f'(Z)(x — xp). Seega

y— flx) = —f'(2)(x — x0) + f'(w0)(x — 20) = — (2 — 20) (f'(¥) — f'(20))-

Ka funktsiooni f’(z) jaoks on 1digul [zo;Z] Lagrange’i teoreemi eeldused
taidetud, st leidub selline & € (xg;Z), et f'(Z) — f'(x0) = f"(£)(T — x0).
Jérelikult

y—fl@)=—1"(€)(z = 20)(Z — xo).

Kuiz > xg, siisx —xg > 0jaet zp < ¥ < x,slis kaz —x9 > 0 ja
(x — x0)(Z — xp) > 0. Kasutades eeldust f”(x) < 0, saame, et g — f(z) > 0
ehk y > f(z)

Kui z < zg, siis t — 29 < 0 jax < T < g tottu ka £ — zg < 0. Korrutis
(x — x0)(T — x0) > 0, seega y > f(z).

Seega mis tahes puutepunkti abstsissist x( erinevale z € X véartusele
vastav ordinaat puutujal on suurem kui graafiku punkti ordinaat, st puutu-
ja punkt on korgemal kui graafiku punkt. Definitsiooni kohaselt on graafik
kumer.

Analoogilise viisil toestatakse.
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Teoreem 2. Olgu pideval funktsioonil y = f(x) piirkonnas X pidevad
esimest ja teist jarku tuletised. Kui f”(z) > 0 piirkonnas X, siis on funkt-
siooni graafik selles piirkonnas nogus.

Teoreem 3. Kui f”(z9) = 0 voi f”(xo) el eksisteeri ja f”(x) muu-
dab punktis xy maérki, siis on funktsiooni graafikul punktis abstsissiga xg
kdadnupunkt.

Naiide. Leiame funktsiooni y = e~
konnad ning kdanupunktid.

Leiame 3 = —2ze™ ja y’ = —2e~ %" + 4z2e™"" = 2e7%" (222 — 1).

Et 2¢7° > 0, saame teise tuletise nullkohad vérrandist 222 — 1 = 0,

1 1
V2

2 . ~ ..
*" graafiku kumerus- ja nogususpiir-

millest x; = — ja 1y =

NG
1
Kumeruspiirkonna leiame vorratusest 2% — 1 < 0, millest —— < z <

V2

1 1
——. Nogususpiirkonna leiame vorratusest 222 — 1 > 0, millest # < ———= voi
/32 1 g P /32
x > E Teist jiku tuletis muudab méarki molema leitud x véartuse korral.
1
Kui z = ———, diis =73, Kuiz=—,
Y /32

V2

Seega on funktsiooni graafiku kiimeruspiirkond X =

N

sils y = e~

1 1
nogu-

1 1 ( V2 \/§>1
suspiirkond X = —00; ———= — a kddnupunktid K — —

P (=oei=75) U (500 ssaamapmcia s, (7 7

1 1

ning Ky (| —; —

¢ 2<¢§ \/5)

3.13 Funktsiooni graafiku astimptoodid

Olgu O koordinaatide alguspunkt ja M (z;y) funktsiooni y = f(z) graafiku

punkt.
Deﬁnitsiog. Oecldakse, et funktsiooni graaﬁklﬂnkt liigub I6pmatus-

se, kui vektori OM pikkus tokestamatult kasvab, st |OM| = /x? 4+ y? — oc.
Definitsioon 2. Sirget nimetetakse funktsiooni graafiku asiimptoodiks,

kui graafiku punkti litkumisel lopmatusse selle punkti kaugus sirgest on 16pma-

tult kahanev suurus.
Graaafiku astimptoodid jaotatakse vertikaalasiimptootideks ja kaldasiimptootideks.
Vertikaalse sirge vorrandiks on @ = a. See sirge on funktsiooni graafiku

vertikaalastimptoodiks, kui graafiku punkti M (z;y) liikumisel 16pmatusse,

selle kaugus sirgest on lomatult kahanev suurus, st _lim |z —a| =0,
|OM|—00
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Vordused lim |OM|=+/2?24+y?>= lim a? 4+ y? = oo on voima-
likud ainult siis, kui lim |y| = oco.
Jarelikult on sirge x = a funktsiooni y = f(z) graafiku vertikaalasiimptoodiks,
kui

lim f(x) =+o0
VOl
lirn+f(:c) = 00

T
Kui asiimptoodiks olev sirge ei ole vertikaalne, siis selle tousunurk ¢ # 5

sirge tous k = tan on loplik suurus ja kaldastimptoodi vorrand on y =
kx+b. Tuletame valemid sirge tousu ja algordinaadi méaramiseks funktsiooni
y = f(x) jargi.

Kui funktsiooni y = f(x) graafiku punkti M (x;y) liikkumisel 16pmatusse
punkti kaugus sirgest y = kx + b on 16pmatult kahanev suurus, siis |z| — oo
(vastasel korral on tegemist vertikaalasiimptoodiga).

Olgu M funktsiooni graafiku punkt (joonis 3.3) ja punkti kaugus sirgest
y = kx+b16igu M P pikkus. Eelduse kohaselt on sirge y = kx + b funktsiooni
y = f(z) graafiku astimptoodiks, seega definitsiooni 2 kohaselt

lim MP = 0. (3.16)

|z|—o0

Joonis 3.3: funktsiooni graafiku kaldasiimptoot



lmselt ZPM@ = ¢ (vastavalt ristuvate haaradega nurgad). Et ¢ # g,

siis cos ¢ # 0 ja vorduse M P = M@ - cos ¢ tottu jareldub tingimusest (3.16),
et ‘l|im M@ = 0.

Aga M@ = |f(x) — (kx 4+ b)|. Seega
lim (f(x) — kx —0b) =0. (3.17)

|z|—o0

Jim o (K2 k-2 o

Et |z| — oo, siis viimane tingimus on taidetud ainult juhul, kui

lim (L‘”)_ _ﬁ)zo.

ehk

|z|—o0 xr X

b
Vorduse | l‘im — = 0 tottu saame viimasest tingimusest, et
xr|—o0 L
x
lim (m — k‘) =0,
|z]—o0 xr

k= tim 18 (3.18)

|z]—o0 T

millest

Vorduset (3.17) saame, et

b= | 1|im (f(x) — kx). (3.19)

Sonastame tulemuse teoreemina.
Teoreem. Sirge y = kx + b on funktsiooni y = f(z) graafiku kal-
dastimptoodiks parajasti siis, kui eksisteerivad valemites (3.18) ja (3.19) esi-

nevad piirvédartused ja parameetrid £ ja b on arvutatavad vastavalt valemite

(3.18) ja (3.19) pohjal.
2
Naiide. Leiame funktsiooni y = ‘

x p—

7 graafiku astimptoodid.
Funktsioon on katkev punktis z = 1. Arvutades ithepoolsed piirvaartused

{L‘2

lim = -0
r—l-x — 1
ja
. 22
lim = 0
=1+ — 1
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Joonis 3.4: funktsiooni y =

saame, et sirge x = 1 on antud funktsiooni graafiku vertikaalasiimptoodiks.
Leiame valemi (3.18) abil kaldastimptoodi tdusu

2 2

) . T
k= lim = lim
T—o0 I — oo 2 — 1

=1
ja valemi (3.19) abil algordinaadi

2 2 .2
hm( xl—a:):limu:lim xlzl.

r—o0 \ T —

Antud funktsiooni kaldastimptoodiks on seega sirge y = x + 1.
2

Funktsiooni y =
3.4.

7 graafik ja selle astimptoodid on esitatud joonisel
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